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Раеемотрим следующую задачу? найти

П 1 1.11 Е .  с .  -А\:
сХ & /1ГЬ Е  1

при ограничениях
«х в с* Е

(1)

(2)

Е  Л1 ± ^ & [1, А. .... т.$ =сХь. ,3,
С~ ̂  ,

здесь Еп.с̂ , ~ образ множества Еъс^ перестановок ̂  -  (^</+1, ■••• > 
с} ^ )  с повторениями из чисел , с^п, , из которых ^ р а з 
личны* при погружении СИ его ( ) в *

Известен [2, 31 следующий трехетапный подход к ’приближенно
му решению линейных оптшизавдонных задач на перестановках . ввда 

(1>-(3)* Его идея состоит в следующем* На; первом этапе решается

задача, в которой ограничение (2) заменяется требованием
. гг

ОС С Г ( у )  (4)

Здесь Ппр/р) - общий перестановочный многогранник (ОПГЛ) [2, 4, 
51. Это оправдано тем, что множество Е^у, является * множеством 
вершин 0ПМ* Обозначим точку, доставляющую решение, задаче (1), 

(о ), (4), через сХ *
Далее, на втором этапе, который назовем этапом перестано

вочного округления, по оо строится точка СС ° , удовлетворяющая 
ограничениям (2)« При этом в точке сх. ° могут быть нарушены ог

раничения (3) и ухудшено значение целевой функции» Поэтому необ

ходим третий этап, на котором строится приближенное решение за

дачи (1)—(3) - точка СС *■ , удовлетворяющая ограничениям (2),
(3), - вообще говоря, за счет дальнейшего ухудшения значения 

функции цели в этой точке.
Однако следует отметить, что автору не было известно общего 

для любых ограничений вида (3) способа реализации третьего эта

па,* Поэтому актуальной является задача получения такого способа



или такого правила перестановочного' округления, при котором ог— 

рамгчения (3). не нарушаются, 7.

В данной работе эта проблема решается следующим образом.
На первом этапе решается задача (1) при ограничениях' (4) и-

следующих ,

-Д. - V  ^  - 7  ■ 7 '  у в х . (5)
в= 7

Здесь <5-, у в Зт, ., выбираются таким, образом, чтобы при исполь
зуемом способе перестановочного округления решение задачи Ш ,  

4), (5) «X давало точку Х °  , удовлетворяющую и ограничениеГ А ̂V.

V.с>>, то есть являлось приближенным решением «X задачи (1)—(3).

для выбора Щ  ̂& Зт. > необходимо рассмотреть способ пе
рестановочного округления С31, используемый в настоящей работе 
для построения X  ° .

Будем считать, не нарушая общности, что элементы набора 

[  , у * }  чисел', образующих перестановки у, в. /7 су , прону
мерованы так, что ^ , с 6 77-/.

Перестановочное округление будем осуществлять так. Вычерк
нем из набора координат точки «X и из набора ̂ п а р у  

равных чисел X ;  е Л ,  * Будем так поступать с оставши

мися наборами до тех пор, пока это возможно, формируя при этом 

координаты точкиследующим образом. Х 7  л  ̂ ^ ̂  ЗСт* . 
Обозначим невычеркнутые координаты ( из рассматриваемого набора) 

так? X;, ^  Зс-Сь » а оставшиеся числа из набора

I  ъ<. ’ ь З  -  Ч л  -  9 л  *.»* ^  = 9 -Л  ,  л .
е Эп. Обозначим .через ЛГ - -[о*,

Теорема 1. Если

7  = ^ Ш г 1а'9* 3 <б>
то решение X  задачи (1), (4), (55, полученное методом линейного 

Iгрограммировання (Ш), дающим вершину допустимой облас ти реше

ний, после перестановочного округления, • описанного выше, дает .



решение сс 0 , удовлетворяющее. ограничениям (3). : \
/ '

Здесь- а-^у, - коэфициенты 7  -го ограничения* - упо
рядоченные по убыванию их абсолютных, величин*

Доказательство* Выберем произвольное / ё . Рассмотрим
/г. с /г- у 0 г-~~- V г̂. ^

О-/; и. л  ( * Х С -  )  + ИЕ1 СЬ11 и -
1тт * и  1 7-1 *

сХус Сои° - 5с с )  + Щ5 сь̂ ’с ^  -  5Е5
в х : е !

+ 6  ̂ -  ^ ( СХуХ I I 5&-ЗС-1 1 + Я/ - <3/ =

•-- ^  4- - сд : ; .

5 -  1 а - ; Л Х ? - Х с 1  ±  |Е,
X '

В
- с.=  'к. ( С^ь,- I -  О /

 ̂.г:'Последнее неравенство справедливо в силу неравенств — «Хс 
^ ■ д , х ,Хи х уС&1. Выбрав(Еу - , видим, что ограни

чения (3) выполняются, что и требовалось доказать.

В формулировку теоремы 1 входит параметр ^  , который

представляется необходимым оценить.

Теорема Я. Если формирование точки X  осуществляется опи

санным выше способом.перестановочного округления, а «х получено 

методом ЛП, дащим вершину допустимой • области, то не менее чем 
для ггххх7 ^ с>/ /г-̂ тг^координат имеет место равенство =■■ %эс ̂

где бги̂  — число линейно- независимых ограничений в

то есть

I С1^ \ .1 I 5  г п у СХуСС ̂ О , г ь - 3, п ь 1 ~ 1

' Доказательство. Так как в точке сс по крайней мере П  не

равенств системы (5), (4) (явный вид ОПМ — в виде системы нера—



венств приведен, например в [4]) обращаются в равенства, то из ; 

системы (4) таких ограничений будет не менее п.-Ж/ . Понятно, 

что СС̂  - Х 1 ШК тех ̂  и в=оС/, для которых следующие неравен
ства системы (4) обращаются в равенства в точке.

« К  Н
^  ■ ССа6.г ^ /
*г= У Г= У-

/ /

х П  ^ П И
ЧГ= У ■ <Г* У

Очевидно, что таких пар не меньше, чем /ъ -Л  -1 « Таким обра
зом, П--1 > тл,х1о,п-Л,пч -1$ , что и требовалось доказать. 

Следствие 3. ^ - <плЛ п., Лт1 и
Доказательство. По теореме 2 Е  - ~ Ггых'Х. '^О, гъ- Л  т.̂  -

Возможны два случая* ^

1) ^о, гъ- «З-иг,— лг*- гс т., ч //
~Ь ^ Ли г X ГП1 +1

2) нп.о.х I О, гь- Хп.1 -1} -  гс- Х т /  -  /, гс.-Лт.1--/>

Гс х г ч / ; -6 ^ -  Егь~ Л п ы -  1)-*- гс -  Л1 гп.1 + 1 ^ Ги

Следовательно, ±.пгигс I /х, что и требовалось дока-

Замечание 1* Из формулы (О) и следствия З1получаем, чтот, * /
-  т .*  Сд̂-9 Р  Д Ё Ь  /Оу; 1 С7У

где В гс *  = ггс !П * ■[ Гь, Х г г с 1 ч

Замечание 2» Если Вгс*-  Гь , то перестановочное округление 

фактически имеет вид? <0Со̂ 1 = ̂ 4 >»»», , где —ч>

^ <эс-Хп. * Таким образом, теорема 1 верна и для этого способа пе
рестановочного округления, если заменить(тх? в формуле (7) на.Л. ,



6

Представляется интересным оценить изменение функции цели

(1) .при переходе от точки ос ^ Ьпу к точке ̂  , доставляющей 

точное решение задаче (1)~(3). Оценим величину

I

<г=
С; ОС.

(8)

Докажем предварительно следующую лемму.

Лемма 4. Если б задаче (1)$ (2) Д- С  п. , то

= $1 ) является ее решением.
Доказательство. Если л. — у у/ доставляет

функции

минимум
/т-

Сс -Хс
у

то по определению минимума Удя & ЕЕ
Ср -~Хр ^

У 4= У

Рассмотрим смежные с ос. вершнь! ОПМ. По критерию смежности вер

шин ОПМ Г4,51 любая вершина X  смежная с ОС отличается от нее

перестановкой неравных компонент ^ ь и ^ у* Рас

смотрим приращение, Л С функции при переходе от ос. к сл

Л  С = ^/г-л/ ^ п.-с)~
— Си ('̂ '̂ 1,-̂  ~ 7̂г-РУ У )  "А )Си-}- ̂  С + 1 ^ ^̂ /т,-С ■+1

-  ̂ -С с .)> / О  * Следовательно, в силу линейности

целевой функции и

^  ^ -Си .ои  ^
1 ^  1 ' '

что и требовалось доказать*
Следствие 5* Если рассматривается задача определен я макси

мума функции Сч ОС-1 -в С*-̂  ’ОС+л~? С1 4 ,,% 4 , щ  условии



(2 ), то"он достигается при СХ* -  СС^-*, *<>> , (̂ п; )
I

Доказательство* Рассмотрим задачу минимизации функции 
-с ,  ос, - - с^сс^щри условии (2). Очевидно, что точка доставля

ющая решение этой задаче и задаче из условия следствия 5 совпа-(
дают, Но - С* -  С п. и по лемме .4 ее решением является

точка = , откуда и следует справедливость след

ствия 0.
Т) г ■ ■ .гасюсмотрим набор модулей разностей А с  = (у 1 - % 1  I VIВ 3*.̂  

где у З  & ^  •
Очевидно» что Ас а в 3 , принадлежат множеству из ^  элементов 

{  !&-  1 9 *-* ~ 9 ^ (, 1 ••• ]  = &  , в кото
ром <7 * 6 различных элементов, сС ± СС^1)  / х !  , где С * 7 - целаяу*.
часть числа. Обозначим ^  у - !§*, --0-* * > Д*, - //9^~ ̂  ̂

* л* - утак далее, -Дс ^ А & у̂ Угь-1 1 а множество перестановок
А *  (& 1, а З  из элементов множества Й) через

Теорема 6 * Если точка АХ- получается из какой — либо 

точки АС'б Я З применением произвольного 'правила перестановочного 

округления, то & из. (8 ) удовлетворяет условиям:

1 ) если
П*

Со АСс > 0  \/АХ В

то
/о-

/ Си1

<77- ^

2 >- если

У

то



г  ( ел  ! л  и$ ^   -2. У _________

. <-2 ^и~ 1
Г.

* , /г. . ._
где ? С  ̂ О. ^_С'̂ ^^ у / Су / ^ 1„ ^ / 6Г/-,, / / С ̂  ^ ^ 662

Доказательство* Рассмотрим.числитель формулы (8)*
п.

^  С: (^х° -хх. * )  ^ I 2 1  С, Сх  и -  о с * )  I Е
и  -> ' • • ч , .

/X-
^ ^  / с: / - 4хГ / ^  /тсал. >> ! а ̂1 л с =■

С=< <4/
^ / . */ / . *• 

/ с ю  л,'
С-- У

где последнее равенство справедливо по следствию 5*' 

Рассмотрим знаменатель формулы (8)* 
о случае, если Хсх. 6 уЕГ

ЕЕ1_ Сс ах > О
/-и /г.

I 2  С: X  I -= >  с.ссГ >  т̂г/п. . И  <и&.
1 2  г <; = У г?/̂  Ь- / 0= /

где последнее равенство справедливо по лемме 4, что и требова-
Л (3 С Ь Д С) Ка,3 З.Т Ь ♦

В случае, если \/лс. & Сц ^  О ,
' <;= у

к, *-т, И-
I 211. Сс - х Х  I =  -  Ж -  С* >  •- . 2  С 7  р,'
' X- У сЧ ■/ «■’- /

где последнее неравенство справедливо по следствию 5, что и тре

бовалось доказать *

Замечание 3* Отметим, что в условии теоремы 6 не требуется, 

чтобы л:* получалась в результате решения задачи (1), (4), (5) 
с последующим перестановочным округлением* Ее можно использовать



для оценки любого способа получения приближенного (допустимого)
& г~~

решения задачи (1)-(3), доставляемого точкой СО &
Настоящая работа является незначительным расширением докла

да, сделанного 26 мая 1986 года на постоянно действующем семина

ре "Математические методы геометрического проектирования” (г* 
Харьков)* руководимым членом корреспондентом АН УССР Ю*Г.Стоп
ном. Автор выражает глубокую признательность и благодарность 

участникам семинара за ценные обсуждения*
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